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Аннотация: На основе рассмотрений известных соотношений Максвелла и 
Максвелла — Гарнетта для диэлектрических подложек, представленных в виде 
объемного диэлектрика (сплава) с распределенными в нем кирально-связанными 
объемными структурами (например, лево- и правозакрученными спиралями), 
предложены два алгоритма определения основных связанных друг с другом пара-
метров: коэффициента киральности, концентрации киральных частиц и диэлек-
трических проницаемостей. Первая часть работы имеет теоретический харак-
тер и ориентирована относительно микроволнового частотного диапазона. Во 
второй части работы приводится способ нахождения коэффициента преломле-
ния Е-плоскополяризованной ЭМВ при ее прохождении через киральную среду. 
При этом используется оригинальный метод, основанный на связи коэффициен-
та киральности с углом поворота волны, прошедшей через данную среду с задан-
ными электрофизическими параметрами. 

Ключевые слова: диэлектрические подложки, кирально-связанные структуры, ко-
эффициент киральности, коэффициенты отражения и преломления, уравнения 
Максвелла — Гарнетта, рупорная антенна, круговая поляризация. 
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1. Введение 

Как известно [1], искусственные киральные метаматериалы могут 

представлять собой диэлектрические подложки, которые содержат рас-

пределенные в них различные элементы или включения, имеющие сим-

метричное расположение относительно друг друга и которые равномерно 

распределены в твердых сплавах диэлектрической среды.  

При этом уравнения Максвелла для такой изотропной пастеровской 

среды включают в себя киральнозависимые поправки [1]: 

 ̅ = ε ̅ − jχ√     ̅, 

 ̅ = µ ̅+ jχ√     ̅,                                           (1) 

в которых использованы обозначения:  ̅̅     ̅ — напряженности магнитно-

го и электрического и магнитного полей; χ — безразмерный коэффициент 

киральности (χ ≤   √
  

    
, где    — коэффициент отражения диэлектриче-

ской среды с параметрами: ε ,   — диэлектрическая и магнитная проница-

емости среды;        — эти же параметры для вакуума). 

Основные параметры спирали — ее площадь S и длина l, которая 

определяется из условия l << λ, а также диаметр проволоки D = 2r. 

В дальнейшем будут определены два алгоритма нахождения коэф-

фициента киральности и электрофизических параметров спиралевидных 

включений, которые находятся в объеме контейнера подложки, а также 

определяющегося из этого соотношения для коэффициента преломления 

ЭМВ в такой среде. 

2. Расчет связанных параметров киральных сред 

Вначале определим значение активных и реактивных параметров 

спирали, которые должны определять основные киральные свойства такой 

среды. 

Известно, что подобные спирали обладают поляризационными мо-

ментами    и    определяемыми вдоль единичных векторов и в виде 

плоскостных параметров объема указанной среды [2]: 
 

   =    ииЕ +    ииH, 

   =    ииH +    ииЕ.                                      (2) 

Для идеального проводника материала провода: 
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   = 
   

           
 ,                                           (3) 

 

   = 
       

           
                                            (4) 

 

   =      =  
      

           
 .                                  (5) 

 

В этих соотношениях поляризуемость      спирали, определяющая 

киральные свойства среды с фоновой проницаемостью µ, выражена через 

распределенные параметры: емкость C и индуктивность L проволоки, а 

также собственного сопротивления R [3]. 

Конфигуративный эскиз металлической спирали, которая наиболее 

часто исследовалась и использовалась применительно к метаматериалам в 

составе киральной среды подложки, приведен на Рис. 1. В этой среде бу-

дем полагать равное количество однородно распределенных право- и ле-

вовинтовых спиралей (ПС и ЛС), которые в [2, 4, 5] упоминаются как мо-

дифицированные элементы Телегена. На этом эскизе указаны следующие 

параметры: r и l — радиус и длина проволоки спирали, N= Nс — число 

витков спирали, R = Rc — радиус одного витка и h — межвитковое рассто-

яние. 

 

s

s

s

s

s ss
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Рис. 1. Эскиз спирали модифицированного 

элемента Телегена. 
 

Fig. 1. Design of the spiral of the modified  

Telegen element 

Рис. 2. Контейнер с диэлектриком  

и распределенными в нем ПС и ЛС. 
 

Fig. 2. A container with a dielectric and  

distributed in it right- and left-handed spirals 

Вследствие диперсионности свойств такой среды (Рис. 2) можно 

определить зависимость коэффициента киральности такого образца от 

следующих параметров: концентрация N ЛС и ПС, частота f, диэлектриче-

ские проницаемости как материала контейнера (εr), в котором находятся 

спирали (     так и самой среды (   [5, 6]. 

Определение R, L, C — параметров для спирали с размерами l и S, 

входящих в соотношения (2—4), даст возможность, задавая параметры 

поляризуемости спирали    , в конечном счете учесть эти зависимости в 
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соотношениях, описывающих излучательные и поглощающие свойства 

метаматериалов относительно взаимодействующей ними ЭМВ.  

Используя подстановку: x + iy = (      ) +     , эти соотноше-

ния запишутся  в виде: 
     

 
  

  

   
,                                               (6) 

 

     

 
  

      

   
 ,                                           (7) 

 

     

 
   

    

   
 .                                            (8) 

 

Из (6) и (7) следует, что: 
 

  

   
  

      

   
 .                                             (9) 

 

А из (9) и (8) получим: 
 

 

   
    

   

   
 .                                            (10) 

 

Из (9) следует: 
 

 

 
     √        .                                      (11) 

 

Значение R определяется через величину ρ (удельное сопротивление 

материала спирали) как R = ρl/S. Остальные электрические параметры 

структуры спирали (L, C) могут быть найдены из соотношений (6—8) [5]. 

Уравнение (11) после соответствующей подстановки даст: 
 

      √        .                                      (12) 
 

Из соотношения (6)  и (7) следует 
 

  = 
    

                 
,                                     (13) 

 

 = 
                    

      
.                                 (14) 

 

Полученные равенства (12—14) являются исходными для определе-

ния электрофизических параметров ЛС и ПС, которые распределены в объ-

еме диэлектрика и будут проявлять свои свойства как метаматериал [6, 7]. 

Алгоритм расчета обобщенных параметров структуры из такого ме-

таматериала можно реализовать в следующей последовательности: после 
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определения коэффициентов поляризуемости спирали (           вычис-

лется величина сопротивления R, а реактивные элементы L и C находятся 

методом подбора [8, 9] на конкретной частоте с применением (13) и (14). 

Можно также модифицировать эту последовательность, применяя взаим-

ную подстановку.  

Второй алгоритм предполагает определение частотных зависимо-

стей самого коэффициента киральности χ в зависимости от концентрации 

спиралевидных элементов [2]. 

Будем использовать несколько значений параметра N, количество 

ЛС считаем равным количеству ПС [5], и введем еще один параметр — 

абсолютный показатель киральности, зависящий от ε0 и μ0 (диэлектриче-

ская и магнитная проницаемости вакуума): 
 

      √                                                             (15) 
 

При представлении киральнозависимой среды метаматериала в виде 

образца Рис.2 будут справедливы соотношения Максвелла-Гарнетта [4]: 
 

|    |

     
  

|     |

      
, 

 

                                   
  

 

  
     ,                                          (16) 

 

    
  

  

    
      

,                             

 

где εr, ε и    — относительная диэлектрическая проницаемость контейне-

ра, среды диэлектрика и спирали соответственно, с — скорость света; β0 — 

параметр, имеющий размерность частоты и связанный с внутренними 

процессами в среде; N — объемная концентрация ЛС и ПС в контейнере,  

А — нормирующий параметр, имеющий размерность расстояния. 

После подстановки второго уравнения (16) в первое можно полу-

чить:  

       
|      ||    |

 |     |
.                                      (17) 

 

При этом можно записать: 
 

            
 

 
|      |.                                         (18) 

 

После подстановки соотношения (17) в (18) получаем: 
 

   
  

  
   ,                                              (19) 
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где    
|      ||    |

|     |
 — обобщенный параметр киральной диэлектриче-

ской проницаемости;      =     . 

В предположении отсутствия внешнего контейнера        соот-

ношение (19) будет иметь вид    
   |       |

|       |
. 

Полученные равенства связывают три важных параметра киральной 

среды: коэффициент киральности χ, концентрацию N и частоту f, что сов-

местно с параметром εΣ будет определять основные проводящие свойства 

структуры [8, 9]. 

Графики, построенные по полученным соотношениям, приведены на 

Рис. 3 и Рис. 4. 
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Рис. 3. Частотная зависимость произведения χ N. 

 

Fig. 3. Frequency dependence of χ N 
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Рис. 4. Частотная зависимость коэффициента киральности χ (χ1 , χ2 и χ3) для трех значений 

концентрации: N1 = 1011 м–3, N2 = 1012 м–3, N3 = 1013 м–3. 
 

Fig. 4. Frequency dependence of the chirality coefficient χ (χ1 , χ2 and χ3)  

for three concentration values: N1 = 1011 m–3, N2 = 1012 m–3, N3 = 1013 m–3 
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3. Определение коэффициента проницаемости киральных сред 

На практике коэффициент киральности определяет через угол пово-

рота Е-плоскополяризованной волны, прошедшей через среду относитель-

но плоскости падающей волны. 

Известно [3, 10], что показатель преломления диэлектрической сре-

ды равен    √  . Этот параметр входит в состав уравнений:  
 

  ⃗            ⃗        χ ⃗⃗  = 0, 
 

  ⃗⃗            ⃗⃗        χ ⃗  = 0.                           (20) 
 

В этих уравнениях модуль волнового числа для излучения с длиной 

волны в данной среде λ определяется как параметр k =2π/λ. При этом нуж-

но помнить, что в вещественной среде волновое число электромагнитной 

волны       √    связано с      =2π/    , (     — длина волны микро-

волнового излучения в вакууме). 

Проведем разделение компонент уравнений (20), для чего вводим 

параметры напряженностей электрических полей с правокруговой  ⃗   и 

левокруговой  ⃗   поляризациями (ЛКП и ПКП, Рис. 4). 

Ē 

ĒL ĒR 

X

λ 

 
Рис. 4. ЭМВ падающая из Е-плоскостной секторальной рупорной антенны на плоскопарал-

лельный образец кирального материала. 
 

Fig. 4. EMW falling from the E-planar sectoral horn antenna  

onto a plane-parallel sample of chiral material 
 

Относительно этих компонент можно определить для заданной ки-

ральной среды напряженность плоскополяризованного электрического 
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поля ЭМВ как векторную сумму напряженностей электрических полей с 

ЛКП  ⃗   и ПКП  ⃗   поляризациями:  ⃗   ⃗     ⃗  , т. е. их суперпозицией. 

Вследствие наличия общей связи напряженностей магнитного и электри-

ческого полей для такой волны из равенства:  ⃗⃗      ⃗    ⃗  ) можно про-

вести разделение уравнения (20) на два независимых уравнения: 
 

  ⃗     
  ⃗      
 

       ⃗     
  ⃗                                                (21)  

 

Таким образом, волновые числа в киральной среде приобретают 

компонентную форму:    = k (n + χ) и    = k (n   χ). 
На основании наличии связи между показателем преломления веще-

ства и волновым числом можно получить показатели преломления полей с 

ЛКП и ПКП:    = n + χ и   = n – χ, которые находятся с учетом (19). 
Согласно феноменологической теории [10] угол поворота плоскости 

поляризации света в киральной оптически активной среде определяется как: 
 

     
  

 
       ,                                      (22) 

 

где d — толщина слоя киральной среды (Рис. 5), которую следует выбирать 
как можно меньшей для улучшения регистрации проводящих свойств. Па-

раметр α = π       /λ является коэффициентом удельного вращения. 
 

Ē 

λвах 

1

2

Ē ϕ 

d

t t 

 

Рис. 5. Метод измерения угла поворота плоскопараллельной поляризованной ЭМВ  
после прохождения образца с киральной средой [10]. 

 

Fig. 5. Method for measuring the angle of rotation of a plane-parallel polarized EMW  
after passing through a sample with a chiral medium [10] 

 

После подстановки в (22) соотношений для    и    получаем: 

  
   

 
        .                                     (23) 
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Тогда коэффициент удельного вращения будет определяться как      . 

Следовательно, можно определить физический смысл коэффициента 

киральности   как параметра, определяемого из величины отношения ко-

эффициента удельного вращения к волновому числу. 

Далее из (23) следует: 
 

   
 

     √ 
  .                                            (24) 

 

Соотношение (24) дает возможность рассчитать параметр кирально-

сти данной среды посредством измерения угла поворота плоскости поля-

ризации волны, которая прошла сквозь образец (Рис. 5). 

Используя соотношения (19) и (24), можно получить:  
 

     
            .                                  (25) 

 

Отсюда следует окончательное соотношение: 
 

  
 

   (
  

   
),                                           (26) 

 

которое определяет по углу поворота Е-плоскополяризованной ЭМВ соб-

ственный коэффициент ее преломления в киральной среде с заданными 

параметрами. 

4. Заключение 

Таким образом, в результате предложенных расчетов определены 

связи и частотные зависимости основных параметров диэлектрических 

сред с объемными кирально-связанными включениями (на примере спира-

лей) имеющими конкретные электрофизические параметры, что позволяет 

на практике проанализировать проводящие особенности таких сред. Кро-

ме этого найдено соотношение, позволяющее рассчитать коэффициент 

преломления ЭМВ при ее прохождении через объем среды используя 

удобную практическую методику. 
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Abstract: Based on consideration of the well-known Maxwell and Maxwell–Garnett 

relations for dielectric substrates, presented in the form of a bulk dielectric (alloy) with 

chirally-coupled bulk structures distributed in it (for example, left-handed and right-

handed spirals), two algorithms are proposed, determining the main connected with 

each other parameters of the chirality coefficient, concentration of chiral particles and 

permittivities. This part of the work is of a theoretical nature and is considered in rela-

tion to the microwave frequency range. In the second part of the work, a method is giv-

en for finding the refractive index of a plane-polarized EMW as it passes through a chi-

ral medium. In this case, an original method is used, based on the relationship between 

the chirality coefficient and the angle of rotation of a wave that has passed through a 

given medium with given electrophysical parameters. 

Keywords: dielectric substrates, chirally coupled structures, chirality coefficient, reflec-

tion and refraction coefficients, Maxwell–Garnett equations, horn antenna, circular 

polarization. 
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