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Аннотация: Для построения эффективных методов аппроксимации и спектрально-
временного анализа различных процессов предлагается специальный инструмента-
рий — комплексные сигнальные фреймы Вейля — Гейзенберга, позволяющие разла-
гать сигналы на компоненты, хорошо локализованные одновременно по времени и 
частоте. Выбранный критерий оптимальности обеспечивает построение плотного 
сигнального фрейма с наименьшим среднеквадратическим отклонением фреймовых 
функций от желаемого эталона. Кроме того, специальная алгебраическая структу-
ра алгоритма синтеза в виде произведения разреженных матриц допускает эффек-
тивную вычислительную реализацию и гибкую настройку частотно-временного раз-
решения сигнальных функций фрейма. Приводятся результаты эксперимента, под-
тверждающие эффективную вычислительную реализацию алгоритма и хорошую 
частотно-временную локализацию фреймовых функций. Разрабатывается алгебра-
ический метод синтеза таких сигнальных фреймов для дискретных сигналов на ко-
нечном интервале, допускающий гибкую настройку частотно-временного разреше-
ния и быструю вычислительную реализацию. Приводятся результаты вычислитель-
ного эксперимента, подтверждающие хорошие свойства полученных фреймов. 

Ключевые слова: фрейм Вейля — Гейзенберга, синтез оптимальных плотных 
фреймов, хорошая частотно-временная локализация, сигнальный фрейм, эффек-
тивная вычислительная реализация, частотно-временное разрешение.  
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Abstract: To build effective methods of approximation and spectral-temporal analysis 

of various processes, we propose special tools – complex Weyl–Heisenberg signal 

frames, which allow decomposing signals to components that are well localized simul-

taneously in time and frequency The chosen optimality criterion ensures the construc-

tion of a tight signal frame with the lowest standard deviation of frame functions from 

the desired standard. In addition, a special algebraic structure of the synthesis algo-

rithm in the form of a product of sparse matrices allows for efficient computational im-

plementation and flexible adjustment of the frequency-time resolution of the signal func-

tions of the frame. The results of the experiment confirming the effective computational 

implementation of the algorithm and a good time-frequency localization of frame func-

tions are presented. 

Keywords: Weil–Heisenberg frame, synthesis of optimal tight frames, good frequency-

time localization, signal frame, effective computational implementation, frequency-time 

resolution. 
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1. Введение 
 

Одной из важнейших задач современных интеллектуальных систем 

обработки информации является разработка эффективных методов и алго-

ритмов спектрально-временного анализа процессов, наблюдаемых на вы-

ходе различных устройств регистрации. В качестве таких устройств, 

например, могут выступать датчики биомедицинских приборов, приемни-

ки эхо сигналов в радиолокаторах (или гидролокаторах) различного 

назначения, сейсмографические датчики, системы мониторинга земной 
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поверхности и др. Вся получаемая при этом информация оцифровывается 

и запоминается, чтобы потом ее можно было обрабатывать или в реальном 

времени, или в отложенном режиме, с помощью специализированных ал-

горитмов.  

Отличительной особенностью процессов на выходе перечисленных 

устройств является их нестационарность, что сильно затрудняет или огра-

ничивает применение классических алгоритмов цифрового спектрального 

анализа. Кроме того, полезная информация, которую требуется извлечь из 

принимаемого сигнала, обычно носит многофакторный характер и для вы-

явления всех его особенностей нужны гибкие многоуровневые алгоритмы 

частотно-временного анализа, способные быстро перестраиваться под 

конкретные задачи.  

В работе предлагается использовать для этих целей так называемые 

фреймы Вейля — Гейзенберга (cокрещенно WH-фреймы) — системы 

функций, обладающие хорошей частотно-временной локализацией. Общая 

теория WH-фреймов (в том числе дискретных) и связанная с ней теория 

расширений Габора изложена в [1—8]. В отличии от сигнальных базисов, 

используемых в классическом спектральном анализе, фреймовые функ-

ции, участвующие в таком представлении, могут быть неортогональными, 

а их общее число превышает по величине базу сигнала. В результате при 

разложении сигналов по функциям WH-фрейма возникает так называемое 

«перенасыщение» спектральными отсчетами, что позволяет обеспечить 

одновременно хорошую аппроксимацию сигнала и высокое частотно-

временное разрешение отдельных его компонент. 

В работе предлагается алгебраический подход к синтезу WH-

фреймов, основанный на его оптимальной подгонке к желаемому эталону. 

В качестве эталона выбирается система комплексных функций из равно-

мерно сдвинутых по времени и частоте импульсов с желаемым свойством 

симметрии, частотно-временным разрешением и диапазоном. Следуя тер-

минологии [1—8], эталон с указанной структурой сдвигов представляет 

некоторую систему функций Габора. Однако такая система, обычно, не 

является плотным фреймом, а попытка разложить сигнал в линейную ком-

бинацию эталонных функций представляет сложную задачу, которая не 

всегда имеет устойчивое решение и необязательно и приводит к хорошей 

аппроксимации.  

Для преодоления этого недостатка, в работе решается задача синтеза 

плотного комплексного сигнального WH-фрейма, обладающего желаемы-

ми свойствами эталона, а величина его отклонения от эталона минимизи-

руется по среднеквадратическому критерию. В этом смысле полученный 
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WH-фрейм является оптимальным, а разложения сигналов по данному 

фрейму обладают вычислительной устойчивостью.  

Показано, что синтез плотного WH-фрейма связан с процедурой 

диагонализации фреймового оператора, а алгоритм его оптимальной под-

гонки к эталону представляет линейный матричный оператор, факторизу-

емый в произведение разреженных матриц. Это позволяет обеспечить 

быструю вычислительную реализацию алгоритма идентификации WH-

фрейма и гибкую настройку его частотно-временного разрешения, меняя 

параметры эталона.  

Отметим, что полученные результаты можно рассматривать как 

обобщение и развитие результатов по оптимизации комплексных WH-

базисов, описанных в работах [9—13], на случай жестких комплексных 

фреймов. Приводятся результаты вычислительного эксперимента, под-

тверждающие хорошие свойства полученных дискретных фреймов 

 

2. Математическая формализация задачи и ее решение 
 

Будем считать, что регистрируемые сигналы ( ),s t t  являются 

полосовыми, а их низкочастотные эквиваленты локализованы в полосе 

частот [0, ]f W   и во временном слоте [0, ]t oT  . Тогда на выходе 

квадратурной схемы дискретизации получим дискретные отсчеты ком-

плексной огибающей [ ] ( / )s n s n W  , {0,1, , 1}Nn J N   , следую-

щие с частотой 
df W и количество которых равно oN T W    .  

Пусть непрерывный формирующий импульс  желаемой 

фреймовой системы является четной функцией, имеет эффективную дли-

тельность  и ширину полосы , а количество используемых базо-

вых частотных и временных сдвигов равно  и , соответственно. Тогда 

произведение  определяет общее число базовых элементов 

частотно-временного разрешения, перекрывающих заданные частотный 

диапазон [0, ]f W  , /W M T  и временной диапазон [0, ]t oT  , 
oT LT

. С учетом этого, после дискретизации на интервале 
t  формирующий им-

пульс фрейма принимает вид [ ] ( / )dg n g n f , {0,1,..., 1}Nn J N   , а для 

адекватного описания временных сдвигов и свойства четности на конечном 

дискретном интервале {0,1,..., 1}NJ N  , выполним дополнительную цик-

лическую редукцию  

                   [ ] [ ][ ] ( [( ) ] [( ) ] ) / 2ep N Ng n g n g n    ,     ,                    (1) 

( ),g t t

T 1/F T

M L
N M L M  

Nn J
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где  — модуль числа  по основанию . В резуль-

тате  будет удовлетворять условию N-периодичности и N-

симметрии относительно точки 0. 

              ,    ,     .             (2) 

Пусть коэффициент перенасыщения отсчетами 2P   — четное 

натуральное число, М  кратно P , /oL M P , K LP , тогда с учетом вве-

денных обозначений желаемая эталонная система дискретных комплекс-

ных функций Габора на конечном дискретном временном интервале 
NJ  

описывается выражениями: 

                                      (0) ( )

, ,, , [ ]NP

m l n  G G G                                   (3) 

                                 0, 2 / ),[ ] [ ]exp(

, , ,

k l ep

N M K

g n lL mn Mn j

n J m J l J

 

  
                           (4) 

где  ( , )G  G , ,N PNJ J    представляет вещественную прямо-

угольную матрицу размерности N PN , в которой по векторам-столбцам 
( )

, ,[ (0), , ( 1)]T

m l m l N    G  при фиксированных значениях ,m l  стоят 

вектор-функции , ,{ ],[ }m l m l Nn n J Φ Φ , имеющие размерность N  . Ин-

дексы Mm J  определяют базовые сдвиги по частоте, а индексы Kl J  — 

фреймовые сдвиги по времени, учитывающие коэффициент пересыщения 

P . Их общее число равно K LP L  , т.е. в P  раз превышает количество 

базовых временных сдвигов L . Размерность вещественного сигнального 

пространства, натянутого на комплексную систему эталонных функций 

  , , ,m l M Km J l J  G Φ , равна 2oN N . Общее число фреймовых 

функций равно oN PN N   . Из (3)—(4) следует, что в матричной струк-

туре  ( , )G  G  индексы элементов ( , )   связаны с переменными 

фрейма ( , , )m l n  выражениями: 

n  , ( )l mK    

, {0, 1}N   , {0, 1}m M  , {0, , 1}l K   

Величина N M K    определяет общее число элементов частотно-

временного разрешения, а параметры ,F T  импульса (1) задают разреша-

[ ]( ) (mod )Nn n N Nn J N

[ ]epg n

[ ] [ ]ep epg n g qN n  [ ] [ ]ep epg n g n  ,Nn J q  
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ющую способность эталонной системы G  по частоте и времени, соответ-

ственно.  

На рис. 1 изображено сечение эталонной системы G  горизонтальной 

плоскостью. Видно, что в плоскости время — частота функции , ( )m l Φ  

равномерно распределены с указанными выше сдвигами. Ниже на рис. 2 
представлено трехмерное изображение функции неопределенности одной 
из эталонных функций, позволяющее судить о частотно-временной лока-
лизации в разных сечениях.  

 

 
Рис. 1. Сечение эталонной системы горизонтальной плоскостью. 

 

Fig. 1. Нorizontal plane of reference system 
 

 

Рис. 2. Трехмерное изображение функции неопределенности эталона. 
 

Fig. 2. Three-dimensional image of the reference ambiguity function  
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Для лучшего понимания постановки задачи, используемой термино-

логии и обозначений напомним ряд определений из теории фреймов, при-

менительно дискретным вещественным конечномерным пространствам.  

Обозначим через ,m n  множество всех комплексных матриц разме-

ра m n . Если m n , будет использоваться сокращенная запись n . Со-

гласно [2], система дискретных функций  ( 1)(0)

,, , N

N N




 G GG  со 

структурой описанных выше частотно-временных сдвигов называется 

WH-фреймом, если для любого комплексного сигнального вектора 

( [0], , [ 1])T Ns s N  s , выполняется неравенство  

2 2 2|| || || || || ||A B s G s s , 

где  называются границами фрейма,  — евклидовая нор-

ма, ( )  — оператор эрмитового сопряжения матриц. Если , то фрейм 

 называется плотным, если  и , то  образует 

ортонормированный сигнальный WH-базис. Прямоугольная матрица 

,N N

G  описывает фреймовый оператор, а его действие на сигнал 

Ns  приводит к вектору  

  N х G s   , 

который в инженерной трактовке описывает фреймовый частотно-

временной спектр.  

Для большинства практических приложений фреймовые функции 
( ) ,N

NJ 


 G  должны обладать подходящей частотно-временной ло-

кализацией, чтобы соответствующий фреймовый спектр позволял выде-

лить в сигнале его характерные особенности. Эти дополнительные требо-

вания к WH-фрейму мы будем определять, как желаемые или эталонные. 

Отметим, что в алгебраической трактовке процедура восстановления 

сигнала Ns  по его фреймовому спектру описывается выражением  

 s Gx GG s  

и оказывается возможной, если квадратная эрмитовая матрица 
N N  B GG  является единичной. Это означает, для точного восста-

новления прямоугольная матрица эталона  должна состоять из орто-

нормированных строк и образовывать плотный фрейм с границами 

, что, однако, с учетом приведенного выше построения (3—4) не 

0 A B   || ||

A B

G 1A B  ( )
|| || 1,  G G

G

1A B 
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гарантируется. Поэтому все дальнейшие построения будут сводиться к 

нахождению плотного WH-фрейма  с единичными границами, кото-

рый наилучшим образом приближает желаемый эталон . При этом бу-

дем предполагать, что матрица B GG  — положительно определена, что 

на практике всегда выполняется. 

Определим множество комплексных прямоугольных матриц с орто-

нормированными строками  , , : ,N N N N N N N
 



   U U U IA  и 

множество комплексных унитарных матриц  :N N N

  U U U IA . 

Для любой ,N N
 A  матричную норму обозначим tr( )

E

A AA .  

Тогда задача синтеза матрицы оптимального плотного WH-фрейма 

,opt N N
U A  по заданному эталону ,N N

G  (3—4) может быть сведена 

к решению экстремальной задачи 

                           
,

2
: min

N N
opt E





U

U G U
A

,                                              (5) 

т.е. среди всех матриц ,N N
U A  ищется наиболее близкая по матричной 

норме к эталону G . Решение этой задачи (5) сформулируем в виде теоре-

мы 1, доказательство которой, справедливое для произвольной прямо-

угольной матрицы, строится по методике, описанной в [10, 11]. 

Теорема 1. Оптимальный WН-фрейм ,opt N N
U A , наилучшим обра-

зом приближающий желаемый эталон ,N N
G  по среднеквадратиче-

скому критерию (5), описывается выражением 

                                                opt

U S W ,                                                      (6) 

где NS A , ,N N

W A  матрицы, входящие в сингулярное разложение 

G SΣW  с диагональной матрицей 1 2diag{ , , , }N  Σ , состоящей из 

N сингулярных чисел 0i   матрицы G .  

Отметим, что комплексные матрицы , 
S W  определяются в (6) 

неоднозначно, а разные их варианты могут отличаться перестановкой 

столбцов и фазовыми сдвигами элементов. Однако набор соответствую-

щих сингулярных чисел в матрице Σ  постоянен и может меняться только 

их порядок. 

optU

G
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Далее покажем, что матрицы ,S W  могут быть найдены в явном ви-

де без использования процедуры сингулярного разложения, причем алго-

ритм их нахождения допускает эффективную вычислительную реализа-

цию. Это оказывается возможным благодаря специальной структуры мат-

рицы эталона (3—4), при которой каждый ее столбец ( )
G  может быть 

получен из первого столбца (0)
G  путем соответствующих циклических 

сдвигов по времени и частоте. 

Определим блочно-диагональную унитарную матрицу  

          1/2

,
, exp( 2 / )

o K
L o o p q J

K j pq K


  F I F F ,   / oK PL N L      (7) 

размерности ( )N N  (  — оператор прямого произведения матриц), в 

которой по диагонали стоят унитарные матрицы Фурье  размерности 

, и сформируем ортогональную матрицу перестановки NP A : 

               ,                    (8) 

где [ ] (mod )na a n  — значение числа a  по модулю n ,     — оператор 

взятия целой части числа с округлением в меньшую сторону, и на основе 

(7)—(8) составим мультипликативную композицию матриц  

                                                          TS P F                                                    (9) 

Тогда, если выполнить над матрицей B GG  преобразование подобия 

                                               * ,Λ S BS                                               (10) 

можно доказать следующую теорему о диагонализации. 

Теорема 2. Преобразование унитарного подобия (10) с матрицей (9) 

является диагонализирующим для эрмитовой матрицы B  и приводит к 

матрице 1 2diag{ , , , }N N   Λ , в которой на диагонали стоят соб-

ственные числа 1 2[ , , , ]T

N    λ  матрицы B . Все собственные числа 

0i   положительны, имеют кратность не меньше P  и могут быть полу-

чены из значений [ ],ep Ng n n J , формирующего импульса (1) по следую-

щей формуле 

oF

( )K K

  [ ]

,

1, /
( , ) , ( , )

0,N

o K

i j J

j L i i K
P i j P i j

иначе

       


P
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*

0 1

1

[ ] [ ]0

[ ]

, ( , , ) ,

( [0], , [ 1] ) ,

[ ] [( ) ], & 0
[ ]

0 , & 0

o

o

LT T T

L

T K

l l l

K

ep o ep K o K Pl
l

K P

K

b b K

M g lL p g i l L p i J i
b i

i J i







  

  

      
 

 



λ F b b b b

b    (11) 

По сути дела, теорема 2 определяет явный вид матрицы TS P F  , 

входящей в выражение (6). При этом диагональная матрица сингулярных 

чисел из теоремы 1 равна 

                             1/2 1/2 1/2 1/2

1 2diag{ , , , }N   Σ Λ .                           (12) 

Из теорем 1—2 можно теперь получить явные формулы для нахож-

дения матриц ,N N
W A , optU  входящих в (6) и тем самым решить задачу 

построения оптимального WН-фрейма. Данный результат сформулируем в 

виде теоремы 

Теорема 3. Матрица оптимального WН-фрейма (6) может быть вы-

числена по формулам  

                                          *, T

opt  U HG H P FΣF P  ,                              (13) 

где H  определяет матричный оператор оптимальной подгонки к желаемой 

эталонной системе функций G ; диагональная матрица Σ  вычисляется по 

формулам (11), (12); матрицы ,P F  явно задаются формулами (7), (8).  

Из теоремы 3 следует, что матричный оператор H  факторизуется в 

произведение разреженных матриц Σ , F , P , а значит алгоритм нахожде-

ния оптимального WH-фрейма (13) является вычислительно эффектив-

ным. Структура разреженных матриц, входящих в алгоритм подгонки (13), 

более подробно исследуется ниже. 

3. Результаты эксперимента 

На рис. 3 приводятся результаты вычислительного эксперимента, в 

процессе которого для выбранных параметров 4, 2, 24, 48P L M N     

и формирующего импульса (1) желаемого эталона G  рассчитывались 

матрицы P , Q , H  входящие в (13). Структура этих матриц отображается 

в виде точек, характеризующих ненулевые элементы, а внизу каждого 

изображения матрицы указано общее число nz  ее ненулевых элементов. 

Анализ структуры показывает, что не только каждый из сомножителей P , 
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Q , Λ  в (13) является разреженной матрицей, но и их произведение — 

матрица H  тоже сильно разрежена. Данный факт представляет самостоя-

тельный интерес, поскольку в общем случае произведение разреженных 

матриц не обязано быть разреженной матрицей. Все это позволяет обеспе-

чить быструю вычислительную реализацию алгоритма идентификации 

WH-фрейма, а значит и гибкую настройку частотно-временного разреше-

ния в процессе подгонки параметров эталона G
 

На рисунках 4—5 представлены результаты вычислительного экспе-

римента оптимального WН-фрейма (13) для значений 8, 16, 4L M P   , 

позволяющие на конкретном примере оценить частотно-временную лока-

лизацию трех соседних по времени и частоте фреймовых функций, входя-

щих в матрицу optU , а также сравнить их с одним из импульсов эталонной 

системы G  и прямоугольным импульсом, имеющим аналогичную эффек-

тивную длительность. 
 

 

Рис. 3. Структура разреженных матриц, входящих в (13). 
 

Fig. 3. The structure of sparse matrices included in (13) 
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Рис. 4. Импульсы оптимального WH-фрейма. 
 

Fig. 4. Pulses of the optimal WH-frame 

 

Рис. 5. Спектры импульсов оптимального WH-фрейма 
 

Fig. 5. Spectra pulses of the optimal WH-frame 

На рис. 4 импульсы оптимального WН-фрейма для любого его 

столбца ( )

opt


U  строятся как модули отсчетов этого столбца. Аналогично 

строятся импульсы, отвечающие любому столбцу ( )
G  эталона. Спектры 

импульсов оптимального WН-фрейма optU  и эталона G  определяются как 

дискретное преобразование Фурье от этих импульсов, а на рис. 5 изобра-

жены модули этих спектров. 
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Анализ графиков рис. 4—5 показывает, что импульсы WН-фрейма 

очень близки по форме к желаемым импульсам эталона и хорошо локали-

зованы по времени и по частоте, позволяя обеспечить требуемые характе-

ристики частотно-временного разрешения. 

4. Заключение 

1) Решена задача синтеза комплексных сигнальных WH-фреймов, об-

ладающих желаемыми свойствами. При этом выбранный критерий каче-

ства минимизирует величину его отклонения от желаемого эталона по 

среднеквадратическому критерию и значительно упрощает структуру по-

следующих решений. 

2) На основе алгебраического подхода синтезирован алгоритм иденти-

фикации плотного комплексного WH-фрейма, основанный на его опти-

мальной подгонке к желаемому эталону, в виде комплексной системы 

равномерно сдвинутых по времени и частоте импульсов с желаемым свой-

ством симметрии, частотно-временным разрешением и диапазоном. 

3) Показано, что разработанный векторно-матричный алгоритм иден-

тификации WH-фрейма представляется в виде произведения разреженных 

матриц, что позволяет обеспечить его быструю вычислительную реализа-

цию в объектно-ориентированных средах программирования с алгеброй 

разреженных матриц. 

4) Анализ результатов вычислительного эксперимента показывает, что 

импульсы оптимального WН-фрейма очень близки по форме к желаемым им-

пульсам эталона и хорошо локализованы по времени и по частоте, позволяя 

обеспечить требуемые характеристики частотно-временного разрешения. 
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